Fra tilfeeldighed over fraktaler til uendelighed

Tilfeeldighed

Hvor tilfeeldige kan vi vaere?
| skemaet ved siden af skal du seette O’er og 1-taller, ét tal i hvert felt. Der er 50 felter. Du skal prgve at
seette dem sa tilfeeldigt som muligt

Nar alle har udfyldt skemaet, skal vi vurdere, hvor gode | har veeret til at veere tilfaeldige.

Opgave 1
Hvis nu du har vaeret god til at vaere tilfaeldig, hvilken fordeling af 0’er og 1’er skulle man sa forvente?

0 1

Forventet
Optalt

Opgave 2
Men man kan ogsa se pa mere end et tal ad gangen. Man kan se pa strenge af laengden to, og igen udregne
den forventede fordeling og sammenligne med den fordeling du faktisk har.
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Forventet
Optalt

Opgave 3
Lav nu selv skema over forventet og optalt fordeling for strenglaengde 3.
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Fra Tilfeeldighed til Fraktaler

Et tilfaeldigt mgnster
Du skal til denne gvelse bruge en spids blyant, en almindelig 6-sidet terning og en lineal.

Nedenfor er der tegnet tre hjgrnepunkter i en ligesidet trekant. De tre hjgrnepunkter har navnene 12, 34
og 56. Du skal nu sla med en terning, terningen afggr, hvor du skal flytte blyanten hen og szette en prik.

Start med at saette din blyant i hjgrnepunktet 12.

e Sla med terningen.
e Flyt din blyant hen til midt mellem, der hvor du star og hjgrnepunktet, hvori terningeslaget indgar.
e Fortszet pa denne made.

Hvis de(t) fgrste terningeslag ikke giver anledning til at flytte blyanten, slar du bare igen.

Var omhyggelig og preecis.

Du skal fortsaette i 10 minutter, eller indtil du har set et mgnster i hvor prikkerne kan ramme. Der er ret
store omrader, som aldrig kan blive ramt.

Eksempel:
56 56 56
Farste slag: Andet slag:

-]

- . -
4 4 34

12" 34
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Fraktaler

Von Kochs snefnug
Von Kochs snefnug er en anden fraktal. Den skal du ogsa tegne.

Tegn et linjestykke.

Del linjestykket op i tre lige store stykker. . ° ° N

Ved det midterste stykke af linjestykket tegnes en ligesidet trekant med det midterste stykke som den ene
side. Til sidst visker man bundlinjen af trekanten ud.

/N 1. iteration

Fortseet denne procedure ved alle de linjestykker der opstar.

m 2. iteration

Ved at seette tre Von Kock fraktaler sammen, dannes det man kalder Von Kocks snefnug.

Opgave 4
Snefnugget vokser og vokser, men det bliver ikke uendelig stort. Prgv at tegne en figur udenom snefnugget,
som snefnugget aldrig kommer ud over.

Pop-up fraktaler

Den farste pop-up fraktal
Man kan klippe eller skaere pop-up figurer, der ligner fraktaler.

Fglg mine klippe- og foldeanvisninger.
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Du skal klippe mindst 3 iterationer. Hvilken fraktal ligner denne pop-up?

Fraktaltrappen
Skeer fraktaltrappen.

Tag arket med mine fortrykte skaere- og foldelinier. Skeer fgrst og fold derefter. Brug fotografierne til at

Opgave 6

Hvor mange trin skulle du skaere i naeste omgang, hvis du altsa skulle fortseette mgnsteret?
Hvor mange trin ville der sa veere i alt?

finde ud af, hvordan der skal foldes.

P .
o
.

Opgave 5
Hvor mange trin har Fraktal Trappen?

Opgave 7
Udfyld skemaet:
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Antal trin, der | Antal trin, der
skeeresidenne | sderaltialt.
omgang.

1. omgang

2. omgang

3. omgang

4. omgang

5. omgang

n'te omgang

Lidt om fraktaler

Fraktaler er geometriske former, der ikke alene kan beskrives ved traditionelle former som cirkel,
kantformet eller lignende.

Fraktalformerne genfindes i naturen i fx bregner og blomkal. Ideen er, at man hele tiden kan ga taettere og
taettere pa og hele tiden blive ved med at se nye krinkelkroge ligegyldigt hvor laenge man bliver ved. Det er
en fraktal.

Mange fraktalformer kan beskrives ved fglgende tre ting:

e de erselvligedannede
o de er formet ved iteration
e de har ikke heltallige dimensioner

Selvligedannet
At to figurer er ligedannede betyder, at den ene kan forstgrres (som pa en kopimaskine) sa den praecis
ligner den anden.

Fx er disse to figurer ligedannede:

Mens disse to figurer ikke er:

At en figur er selvligedannet betyder at figuren selv er bygget op af mindre figurer, hvor de mindre figurer
er ligedannede med den store figur.

Fx er fglgende figur selvligedannet, men ikke en fraktal:

At en figur er selvligedannet betyder altsa ikke ngdvendigvis, at den er en
fraktal.
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Formet ved iteration
Mange fraktaler er lavet ved en iterativ proces. Iteration betyder at “gentage pa sig selv”. Fraktaler opstar,
nar hver iteration "komplicerer” den forrige.

Nedenfor ses en fraktal som er lavet ved fglgende iteration: Del et linestykke i tre og fjern den midterste
del, og fortsaet pa denne made. Fraktalen hedder Cantors stgv.

1. iteration

— 7. iteration

— — 3. iteration

Ikke heltallige dimensioner
Et punkt siges at have dimension 0, et linjestykke har dimension 1, et stykke papir har 2 dimensioner, en
mursten har 3 dimensioner — og flere dimensioner findes ikke i den fysiske verden.

Mange fraktaler kan have dimensioner der ligger mellem disse, fx 1,27 eller 2,5. En dimension pa 1,27 kan
forstas pa den made, at det egentlig er et linjestykke (med dimension 1) der bliver krgllet s meget sam-
men, at den efterhanden far lidt figur — bliver lidt tykkere, sa den naermer sig noget 2-dimensionalt.

Dimensioner som vi kender dem

Opgave 8:

Dette kvadrat har kantleengde 1 og st@rrelse 1.

Hvad er det mindste antal af disse kvadrater der skal saettes sammen for at danne et stgrre kvadrat? 4

Opgave 9
Stgrrelsen af en figur siges at vaere det antal gentagelser
(sma figurer) der danner figuren.

Hvad er stgrrelsen af denne figur?

Opgave 10
Hvad er kantleengden pa denne figur?

Opgave 11
Forstgrrelsesfaktor (F) fas ved at dividere den nye kantlaengde med den gamle kantlaengde.

F= ny kantleengde : gammel kantlaengde

Hvad er forstgrrelsesfaktoren F mellem ovenstadaende kvadrater?
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Opgave 12
Stgrrelsesforhold (S) fas ved at dividere den nye st@grrelse med den gamle stgrrelse.

S= ny stgrrelse : gammel stgrrelse
Hvad er stgrrelsesforholdet S mellem ovenstaende kvadrater?

Opgave 13
Lav nyt kvadrat med kantlaengde 3.

Find forst@rrelsesfaktor F og st@rrelsesforholdet S mellem det fgrste kvadrat og dette nye kvadrat.

Opgave 14
Hvilken sammenhang er der mellem S og F?

Opgave 15
En figur har dimensionen d nar og kun nar: F°=S

Hvilken dimension har kvadrater?

Opgave 16

Denne kube (terning) har kantlaengde 1 og stgrrelse 1.
Hvad er det mindste antal af disse kuber der skal seettes sammen for at danne en stgrre kube?

Opgave 17
Find Fog S

Opgave 18
Taenk pa (eller lav den med terninger) en ny kube med kantlaengde 3.

Find forst@rrelsesfaktor F og st@rrelsesforholdet S mellem den fgrste kube og denne nye kube.

Opgave 19
Hvilken sammenhang er der mellem S og F?

Opgave 20
Brug definitionen af dimension til et bekraefte at en kube har dimension 3.

www.pindogbjerre.dk side 7



Fraktaldimensioner

Forstgrrelsesfaktoren F skal nu beregnes pa fglgende made: Hvor meget skal den nye figur forstgrres, sa
den indeholder en kopi af den gamle figur.

Eksempel: Her er 1. iteration og 2. iteration af Von Kocks fraktal.

VAN = 0N

2. iteration forst@rres nu sa den indeholder en kopi af 1. iteration:

/\
A AD A

Vi ser, at vi ma forstgrre med faktor 3. Hver kantlaengde i forstgrrelsen bliver 3 gange sa lang, som den var
fer. Dvs. F=3

Stgrrelsesforholdet S findes ved at teelle hvor mange gange den gamle iteration er at finde i den nye
iteration. | Von Kock er S=4

Vi skal nu Igse ligningen 4 = 3¢ for at finde dimensionen d. Dimensionen bliver ikke et helt tal.

Man kan bruge sin lommeregner og "oplgftetasten” (som enten er * eller y*) til at finde dimensionen ved at
prgve sig frem. Man kan ogsa anvende en logaritmefunktion til at finde dimensionen d. Pa din lommereg-
ner hedder den funktionstast maske ”log”.

For at Igse ligningen S = F¢ skal man bruge logaritmefunktioner d = —Zjﬁi
For Von Kock fraktalen er S=4 og F=3, sa dimensionen d findes ved:

_ log4
~ log3

= 1.2618595071429 =~ 1,262

Opgave 21
Find dimensionen af Sierpinskis Si. Det vil sige find F, S og til sidst d. Prgv fgrst at vurdere dimensionen af
Sierpinskis Si.

Opgave 21
Find dimensionen af Cantors Stgv. Prgv fgrst at vurdere dimensionen af Cantors Stgv.

Opgave 23
Mengers Svamp er ogsa en fraktal. Den dannes ved at starte med en kube (en terning).

Ved hver iteration deler man kuberne (fgrste gang er der kun en kube) op i 3x3x3=27 mindre, lige store
kuber. Man fjerner de midterste kuber pa hver flade, og man fjerner ogsa kuben helt inde i midten. Sadan
fortsaetter man.
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Find dimensionen af Mengers Svamp. Prgv fgrst at vurdere dimensionen af Mengers svamp.

Opgave 24
Denne fraktal har ikke et officielt navn, men vi kan jo kalde den Mengers Si.

Man starter med et kvadrat. Ved hver iteration deler man kvadraterne (fgrste gang er der kun et kvadrat) i
3x3=9 mindre lige store kvadrater. Sa fjerner man det midterste kvadrat pa hver side og kvadratet i midten.

Find dimensionen af Mengers Si. Prgv fgrst at vurdere dimensionen af Mengers Si.

Og sadan fortsaetter man.

Har | set den dimension tidligere?

Opgave 25

Mengers Si kan man fa frem med tilfaeldighed, pa en made der ligner den made man fik Sierpinskis Si frem.
Hvordan? Hvor mange punkter skal man starte med? Hvordan skal man bruge terningen? Skal man bruge
en anden slags terning maske? Skal man ga halvvejs mellem der hvor man star og det hjgrne som terningen
viser? Eller hvor langt skal man ga?

Opgave 26

Dragekurven er endnu en fraktal. Man starter med et linjestykke. Ved hver iteration erstatter man linjestyk-
kerne (fgrste gang er der kun et linjestykke) med to linjestykker der danner en ret vinkel. Nar der kommer
flere linjestykker skal den rette vinkel skiftevis placeres til hgjre og til venstre for det oprindelige linjestykke
(som om man gar fremad langs den oprindelige kurve og hele tiden erstatter det linjestykke man lige har
tradt pa med en ret vinkel hhv. til hgjre og til venstre)
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Find dimensionen af Dragekurven. Det vil sige find F, S og til sidst d. Vaer opmaerksom pa at F ikke er et helt
tal. Prgv f@rst at vurdere dimensionen af Dragekurven.

Man kan lave noget der ligner Dragekurven ved at folde en strimmel papir. Man tager en lang strimmel
papir fx 1 cm x 30 cm og folder midt pa ved at folde hgjre side ind mod venstre side. Dette ggr man sa det
antal iterationer som man gnsker, og sa folder man det ud igen og prgver at fa det til at ligge i rette vinkler.
Det ligner Dragekurven, men der er en vaesentlig forskel, nemlig le&engden. | den rigtige dragekurve bliver
den samlede leengde st@rre ved hver iteration, ved papirudgaven har den hele tiden samme laengde.

Uendelighed

En fraktal er den figur der opstar efter uendelig mange iterationer — og er dermed noget vi ikke kan tegne
eller lave, da vi i den virkelige verden altid ma stoppe efter et antal iterationer.

Men i den matematiske verden eksisterer uendelighed. Hilberts Hotel er en historie om matematisk
uendelighed. Der findes flere slags uendelighed. Hilberts Hotel handler kun om den slags uendelighed, der
kaldes tzellelig uendelighed. Men det er en helt anden historie.

Hilberts Hotel er et meget stort hotel, det rummer uendeligt mange varelser. Der arbejder en ung
receptionist pa hotellet, og han regner med en rolig aften pa arbejde, da alle vaerelser er optaget. Han
seetter sig til rette med en god bog og forventer fred og ro natten igennem. Men allerede fem minutter
efter dukker der en zldre, forvirret og traet kvinde op ved skranken. Hun spgrger, om der er et ledigt
veerelse. "Desveerre er alt optaget”, svarer den unge mand. Han far dog sa ondt af kvinden, at han siger:
”Lad mig se, hvad jeg kan ggre”. Receptionisten kan ikke sende kvinden hen til det sidste veerelse — for der
er jo ikke et sidste vaerelse, nar der er uendeligt mange vaerelser. Han finder pa noget andet. Over
hgjtaleren beder han alle gaester flytte til det vaerelse, der har et nummer hgjere end det, man bor i. For
eksempel skal den, der bor i veerelse nr. 1, flytte til nr. 2, nr. 36 flytter til nr. 37, og nr. 12.345 flytter til nr.
12.346. Veerelse nr. 1 bliver dermed ledigt, og kvinden kan flytte ind. Vi har altsa et uendeligt stort hotel,
som er fyldt op, idet der er uendeligt mange geester, som bor der. Og alligevel er der plads til en ekstra
gaest, hvorefter hotellet stadig er fyldt. Med andre ord kan man sigeat o + 1 = oo

Receptionisten kunne have fundet plads til flere gaester. Hvis han skulle have plads til 10 gaester mere,
skulle alle gaester blot flytte til 10 veerelsesnumre fremad.

Senere kommer der flere gaester til hotellet. Der kommer en bus fuld af gaester. Og det er en ganske saerlig
bus. Den har nemlig uendeligt mange passagerer med, og de vil alle have et vaerelse. Receptionisten kan
ikke bruge samme trick som fgr og bede alle gaester om et flytte til et veerelsesnummer uendeligt meget
stgrre end deres nuvaerende. Det nummer findes jo ikke. Han beder derfor alle gaester om at flytte til det
veerelse, som har et nummer, der er det dobbelte af det vaerelsesnummer, gaesten kom fra. Sa geesten pa
veerelse nr. 1 flytter til nr. 2, fra nr. 33 flyttes til nr. 66 osv. Nu bliver de uendeligt mange ulige numre ledige,
og derind kan de uendeligt mange nye geester flytte ind. Hotellet er igen fyldt. Med andre ord kan man sige
at oo 4+ o0 = o0, Uanset om man fordobler eller halverer uendelig, har man stadig uendelig.
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Receptionisten er stolt af sig selv og dremmer ikke om, at der kan dukke veerre opgaver op. Men der er et
stort mgde om uendelighed i byen. Man har glemt at reservere hotelvaerelser til deltagerne, sa nu holder
der uendeligt mange busser uden for Hilberts Hotel med uendeligt mange passagerer i hver. Dét er en van-
skelig n@d at knaekke, men receptionisten er dygtig til matematik. Han ved, at der findes uendeligt mange
primtal, dvs. tal som kun 1 og tallet selv gar op i: For eksempel 2, 3, 5, 7 og 11. Han giver alle busser og sae-
der i hver bus numre. Fgrst skal han skaffe uendeligt mange ledige vaerelser. Det er nemt nok. Han beder
blot alle geester om at flytte til det veerelse, som har et nummer, der er det dobbelte af det vaerelsesnum-
mer, de kom fra. Sa finder han vaerelser til de uendeligt mange passagerer i den fgrste bus. Han tager det
forste primtal, som er stgrre end 2. Det er 3. Passager nr. 1 far veerelse nr. 3%, altsa 3. Passager nr. 2 far vee-
relse nr. 3%, altsd 3 - 3, dvs. 9. Passager nr. 3 far nr. 3> (= 3 - 3 - 3 =27) osv. Det naeste primtal er 5. Passage-
rerne i den anden bus skal derfor have fglgende veerelser: Nr. 1 far 5* (5), nr. 2 far 5% (25), nr. 3 far 5° (125)
osv. Passagererne i den tredje bus far fglgende veaerelsesnumre, idet det naeste primtal i reekken er 7: Nr. 1
far 7%, nr. 2 far 7% (49), nr. 3 far 7° (343) osv. Receptionisten kan pa denne made fordele uendeligt mange
passagerer fra hver af de uendeligt mange busser. Alle far et veerelse, og der er kun én gaest pa hvert veaerel-
se. Med andre ord kan man sige at oo - 00 = oo

Opgave 25

Forestil dig, at Hilberts Hotel var fyldt, og der kom to busser med uendeligt mange passagerer. Hvad skal
receptionisten ggre for at skaffe plads til alle de ekstra gaester pa én gang? Hotellet skal vaere fyldt, nar
gaesterne har faet deres vaerelser. Hvilke vaerelser skal hotelgaesterne flytte hen i, og hvilke vaerelser far
buspassagererne?

Opgave 26
| en bgrnesang synger man: "Ti sma cyklister kom til en cykelsti, en k@rte udenfor, og sa var der ni.” Forestil
dig, at der var uendeligt mange cyklister og ikke kun ti. Hvordan ville de to linjer i sangen sa lyde?
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